OPCION A

ax+y+z=1

A.l.- Sea a un numero real y el sistemalineal 1 X+ay+z=a

X+y+az=a’

a) (1’5 puntos) Calcule el determinante de la matriz de los coeficientes y determine para que
valores de a el sistema anterior es incompatible, compatible determinado y compatible
indeterminado

b) (1punto) Resuelva el sistema anterior en el casoa =0

a)
a 1l 1
A=]1 a 1=a’+l+l-a—a-a=a’-3a+2=Si|A=0=a’-3a+2=0= Por Rufinni
11 a
10 -3 2 a-1=0=a=1
—a’-3a+2=(a-1)(@’+a-2)=(a-1)-(a+a-2)=0={"
1 1 1 -2 a’+a-2=0
-1+
11-20 a’+a-2=0=>A=1"-4.1.(-2)=1+8=9>0=a-= 1;\/53
a=1
a:—12+3:1
2 f—
a“+a-2=0= 153
a=———=-2
2

(Paratodo)vo e R—{-2,1}= |A # 0 = rang(A) = 3 = Niimero incognitas = Compat.Deter min ado
Sia=-2

-2 1 1|1 -2 1 1|1 -2 1 1]1 -2 1 1|1
1 -2 1-2|=|2 -4 29-4|=2 -3 3|-3|=|]2 -3 3-3|=0z=6=
1 1 -2/4 2 2 4|8 0 3 -39 0 0 0|6

Z= % = Sistema Incompatible

Sia=1
11 12 11 1)1
11 11/=/0 0 0[0 :>Oz:O:z:%:SiStemaCompatibleIndeterminado
11 12 0 0 0p
b)Si a =0 = Sistema Compatible Deter minado
0 1 11 0 1 111 0 0 211
1 0 10|=|0 -1 10|=|0 -1 10 :22:132:%:—y+%:0:y:%:>
1 1 00 1 1 00 1 1 0p0
X+ =20 = X = —= = Solucién (x,y,z):(—l,l,lj
2 2 2 2 2



x? +11x

X3 —2x? —2x+12
Las soluciones de la ecuacion que genera el denominador son £1,2,3,4,6 ,12
Después de analizar la ecuacion, por Ruffinicon 1, -1, 2 tenemos

1 -2 -2 12

-2 -2 8 -12

A.2.- (2'5 puntos) Calcule la siguiente integral indefinida J-

= x° = 2x2 = 2x+12 = (x+ 2)- (x? —4x+6)=> Si x* —4x+6 =0 =

1 -4 6 A=(-4)"-4-1.6 =16 — 24 = -8 < 0 = Sin solucion real
x> = 2x% = 2x+12 = (x+2)- (x* —4x+6) =
x? +11x x? +11x A BXx+C  A-(x*-4x+6)+(Bx+C)x+2)
= = + = =
XP—2x2—2x+12  (x+2)-(x*—4x+6) x+2 x?-4x+6 (x+2)-(x? —4x+86)

A-(x* —4x+6 )+ (Bx+C)x+2)=x* +11x =
x=0=>A-(02-4-0+6)+(B-0+C)0+2)=0°+11.0
x=1= A (12-4 1+6)+(B-1+C)1+2)=1>+11-1 =
x=-2= A-[-20 ~4-(-2)+6]+-[B-(-2)+ C|-2+2)= (-2 +11-(-2)
A6+C-2=0
A-3+(B+C)-3:12:>18A:—18:>A:—1:>6-(—1)+2C:0:>2C:6:>C:%:3:>
A-18 =18

6-(—1)+3-(B+3):12:>3-(B+3):18:>3B+t99:18:>SB:6:>B:%:Z

X2 +11x 1 . 2X+3
X3 —2x% —=2x+12 X+2 X2—4Xx+6
_I x? +11x dx = — 1 dx+_[ 22x+3 dx = — dt JZX2_4+4+3dx
2_2x+12 X+2 X° —4X+6 t X°—4X+6
X+2=t=dx=dt
2x—4 7 du 7
l=-Int+ dx=—Int+|—+ dx
j x+6 jx2—4x+6 -[4 J(x_2)2_4+6
X —4x+6:u:>(2x—4)dx=du X—2=v=dx=dv
7
I =—In(x+2)+Inu+ dv=—In(x+2)+In(x*> -4x+6)+ | ————dv=
v 2)inus v = —tn e 2)n (7 - ax+6)- |

]

2 2 2
I:In(x —4x+6] 7I dv In[x —4x+6j+7\/§j dr :Inix —4x+6j+7\2/§_

X+2 2 (VJZ B X+ 2 2 Yri+1 X+ 2
— | +1
J2
v
—:r:>dv:\/§dr
J2
2_ 2_ _
Il =In X" —4x+6 7\/_ -arctg =In X" —4x+6 +7\/§-arctg—x 2+K
X+2 2 \/E X+ 2 2 2



A.3.- a) (0’75 puntos) Descomponer el nimero 12 en dos sumandos positivos de forma que el
producto del primero por el cuadrado del segundo sea maximo

. e —e +kx
b) (1 punto) Hallar el valor de k para que: lim ———— =2

-0 x —sen ( x)
c) (0’75 puntos) Sea f (SR) — ‘R una funcién real de variable real, continua y derivable en la
recta real. Supongamos que f (0) 0y f (X + y) = f (X)f (y) para todo nimero real x, y.

Demostrar que f(0)=1; f(x)=0; f(x)>0y f'(x)= f'(0)f(x) para todo numero real x

a)
a+b=12=Db=12-a
{ e —p-aiz-af =pP=T_

B _ ap? i (12-a)*+2-(12-a)-(-1)-a

p= ‘;_Z —(12-a) ~2a(12-a)=[(12—a)-2a](12—a)=(12-3a

(12-a)=3-(4-a)(12-a)
e o r P a1 02-a) (1) (4-a]

P"'(4)=6-(4—-8)=-24 <0 = Méaximo
P'=3.[-12+a-4+a]=3-(2a-16)=6-(a-8)= =
P"(12)=6-(12-8)=24 >0 = Minimo

P':0:>3-(4—a)(12—a)=03{

., a=4
Solucion =
{b:12—4:8
b)
im & e rkx _e"—e?+k0 0 s vhopna , _pi € —(—1)e’x+k_"me +e +k
-0 x—sen(x) O-sen(0) O o0 1-cos(x) x>0 1- cos( X)
0 -0
& *F +k:1+1+k:2+k:(80l0 puedeserque2+k=0:>k=—2) I|me te’ 2—9=
1-cos(0) 1-1 0 0 1-cos(x) 0
Aplicando L' Hopital )=|im +(_1)97x =||m ex_e7X =e0_e70 =l_1=9= Aplicando L' Hopital 5 —
x>0 —(—1)sen(x) 0 sen(x) sen(0) 0 0

e (-1 . e*+e* e’+e’ 1+1
=lim =lim = = =
0 cos(x) 0 cos(x) cos(0) 1

c)
Hipétesis f(0) = 0 y f(x+y) = f(x).f(y)

f(0) = f(0+0) = f(0).f(0) = [f(O)]Z, de donde [f(0)]* - f(0) = 0 = f(0)[f(0) - 1] = 0. Como me dicen que
f(0) = 0, la Gnica posibilidad es f(0) - 1 = 0, de donde f(0) =

Como f(0) = 1 = f(x+(-x)) = f(x).f(-x) = 0, por tanto f(x) = 1/f(-x) , luego f(x) y f(-x) tienen el
mismo signo

f(x+x) = f(x).f(x) = [f(x)]> = f(2x) > 0, y también f(-2x) > 0 al tener el mismo signo f(x) y f(-x), por
tanto f(x) > 0, luego f(x) es > 0 multiplique a “x” por cualquier nimero positivo, hegativo o cero,
porque f(0) =1



Continuacién del Problema A.3
¢) Continuacién

F0 = i (=IO FOOT =100 _ o FOOCRID) 5, (0)-2)

h—0 h h—0
Como f(x) # 0, y existe f(x), tenemos que “f(h) — 1 = 0", para que exista el I|m|te, pues existe
f'(x), y poder aplicarle la regla de L’Hc‘intaI (L'H).
f'(x) = f(x)- I|mM (f( )— =—. Le aplicamos LH) f(x)- Ilm]c (h) =f(x)f'(0), es decir
f'(x) = (0)-f(x)

Problema resuelto por D. German Jesls Rubio Luna

A.4.- a) (1 punto) Halla el plano que contiene a la recta v de ecuaciéon paramétrica:
V: (2 1 ,3)+t (2 1 ,0) y es perpendicular al plano de ecuacion x +z =2

b) (1’5 puntos) Probar que los vectores {(l 1 ,1) , (1 1 ,O) , (1 ,0 ,O)}forman una base en R®
y dar las coordenadas del vector (1, - 2, 0)en la base anterior

a) El plano esta formado por el vector de la recta v, por el vector director del plano 7 que es
perpendicular a este y por el vector formado por un punto V de la recta (el indicado en la
ecuacion de la recta) y el punto G generador del plano. Los tres vectores son coplanarios
(estan en el mismo plano) y por lo tanto, al ser uno de los vectores combinacion lineal de los
otros dos, el determinante de la matriz formado por ellos es nulo y la ecuacion del plano 3
buscado

v, =(2,1,0) x-2 y-1 z-3
v.=(1,0,1) =p=|1 0 1|=0=
VG=(x,y,z)-(2,1,3)=(x-2,y-1,2-3) 2 1 0

b) Los tres vectores, para formar base, tienen que ser independientes lo que significa que no
puede haber ninguno que sea combinacion lineal de los otros, por ello el determinante de la
matriz que forman no puede ser nulo

111
|[A=|1 1 0|=-1%0= Son linealmente independientes = Forman base en R°
100
b)
l=a+b+c
(1,-2,0)=a(1,1,1)+b (1,1,0)+c(1,0,0)={ -2=a+b =a=0=-2=0+b=>b=-2
0=a

1=0-2+c = ¢ =3= Coordenadas del vector v=(0 ,— 2, 3)en la base en R°



OPCION B

B1.- a) (1’5 puntos) Compruebe que la matriz M es inversible y calcule su inversa

1 0 1
M=2 11
-1 2 2
b) (1 punto) Encuentre las matrices A y B que cumplen las siguientes ecuaciones
3 2 0 1 -4 0
8A-5B=|-2 1 3 , 2A-B=|2 -1 3
0 3 -3 o 1 -1
a) Una matriz tiene inversa cuando su determinante es distinto de cero.
1 0 1
det(M)=[M|=]2 1 1:2+4+1—2:5¢0:>Existe3Ml:>M1:ﬁ
-1 2 2
1 2 -1 0 2 -1 0 2 -1
M'=|0 1 2 |=adjM'=|-5 3 1 :>M’1:1' -5 3 1 |=
11 2 5 -2 1 > 5 =2
b)
3 2 0
8A-5B=|-2 1 3
0 3 -3
1 -4 0) (-5 20 0\
~10A+5B=(-5)2 -1 3 |=|-10 5 -15
0O 1 -1 0 -5 5
3 2 0 -5 20 0 -2 22
8A-5B-10A+5B={-2 1 3 |[+|-10 5 -15|=-2A=|-12 ©6
0 3 -3 0 -5 5 0 -2
-2 22 0 1 -11 O 1 -4 0
A:—i- -12 6 -12|=|6 -3 6 |[=B=2A-|2 -1 3 |=
2 o -2 2 0o 1 -1 0o 1 -1

2 =22 0 1 -4 0 1 -18 O
B=/12 -6 12 |-|2 -1 3 |=]/10 -5 9
0 2 =2 0o 1 -1 0 1 -1

0

-12

2
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B.2.- a) (1'5 puntos) Calcule la siguiente integral indefinida: J.COS (In X) dx.
(Ayuda: realice un cambio de variable adecuado para esta integral)

o [ x? X+5
b) (1 punto) Calcule el limite siguiente lim In
x>+ X 43 x—1

a)
Icos (In x) dx = fcost e'dt =e'sent —Isen t e'dt

I t dx =e' | g u=e'=du=e'dt
nx=t={dx =dx=¢
7=dt costdt:dv:v:jcostdt:sent
J.cost e'dt :etsent—J'sente‘dt :etsent—[e‘(—cos t)—j(—cost)e‘dt ]
u=e'=du=e'dt
sentdt:dv:>v=jsentdt=—cost

J'cost e'dt =e'sent +e' cost—J'cost e'dt = Llamando | :Icost e'dt =

t
e
| =e'sent+e‘cost—1 =2l =e'sent+e'cost= I :?(sent+cost)

t

'[cos (In x) dx = < [sen (In )+ cos (In x)]+ K
2

b)
XZ
lim X P jim—X %t 1 _ 1 _1_
X4)+00X+3_00_X*>+00 X 3 _X%+001 3 1 3 O+O_0_
7+7 J— - I I
x? X2 X x2 o o
X 5
—+— 1+— 1+
tim in[ 22 ) 2 inf im X2 ) 22 2 dim XX | =i gim —X | =2 =120 _n1=0
X—>+0 X — X—+0 X — 00 x—ot0 X1 X—>+90 1 1 1-0
2_= 1-= 1- =
X X X 0
X+5 X+5
2 X+5 | | X-1) : -
lim X | — .0 = lim — lim _X_ Aplicando L'Hopital , _
x>+ X+ 3 X—1 X—>+00 1 X—>+00 X+3 0
G x°
(x+3j
1 x-1-(x+5)
[x+5j (x—1) x-1 (-6) (-6)
- X+5 (x—1)° - —6)x°
= lim XL = lim 65 VAN ) L) T (-6)x
X0 x? —2x(x +3) xoe X—2(X+3)  xowe  —X—6 x>+ —(X—6)x—1)x +5)
B NG NE



Continuacién del Problema B.2

b )Continuacién

6X
. 6x° : 6x° © . N
= lim — = lim — 5 =—=lim — 5
i (X2 —TX+6)x+5) o x* —2x? —29x+30 o0 xoem xP X x 30
X X X7 X
= lim 6 = 0 ° .
T 2 29 30 . 2 29 30 1-0-0+40
l1-————+— 1-————+
X X X © 0 ™
B.3.- Sea f la funcién de variable real definida mediante la expresion f (X) = 22X 1
X"+

a) (0’5 puntos) Determinar el dominio de continuidad, simetrias, corte con los ejes y asintotas
de la funcién f

b) (1 punto) Calcule, si existe, los extremos relativos y absolutos, e intervalos de crecimiento y
decrecimiento de f

¢) (0’5 puntos) Calcule, si existe, los puntos de inflexion de f

d) (0’5 puntos) Dibuje la gréfica de f

a)
x? +1=0= x* = -1=> x = 4/- 1 = Sin solucién en R = Dom ()= ¥x e R

f(—x)=-"— =- = —f(x)= Simétrica respecto al origen

20 0
OY = x=0= f(x)= 0 11 =0 ~(0.,0)

OX =>y=0= f(x)=0=2x=0=x=0

Corte con

No hay asintotas verticales

Asintotas horizontales

2x 2
’ < <
y = lim—2 = _ lim K =lim—X =P = 0 _0_
oo x? 41 o xowex? 1 o, 1 1 1+0 1
—+— 1+— 1+—
x> x? X ©
Existe asintota horizontal y =0 cuando x — «©
_2X _ 2
_ 2 v N
y=tim—2X —tim 2 P i X g X o0 0 O
oo X241 omx® 41 o owx® 1 ey 1 1 1+0 1
—t+— +7 1+—
x> x? X 0

Existe asintota horizontal y =0 cuando x — —oo



Continuacién del Problema B.3

a)Continuacion
Asintotas oblicuas

2X 2X 2 2
2 3 2 N
m = tim %) _ i 1 jim 2 _% _jim X _jim X - = - 0 _0_
x—0 X X=X x>0 X3 + X 00 xaooxi L xaoo1+73 14+ 1+0 1
x® X3 X o0
No existe asintota oblicua cuando x — o
2X 2X 2
— 3 2
m—tim L) i XL iy 2K i m2X i 20 iy X
X—>—00 X X—>—00 X X—>—o X 4+ X X0 — X© — X XaooX +X o0 X~>ooX X X~>ool+i
XX x?
2
:L=L:—:O:> No existe asintota oblicua cuando x — —o0
1 1 1+0
+7
o0
b)
oy 22 +1)-2x-2x  2xP+2-4x7  2-2X° 1-x2 . (1-x)(1+x)
f (X): 2 2 - 2 2 (2 7 =2 2 7 =2 2 2
(x +1) (x +1) (x +1) (x +1) (x +1)
2>0=>VxeR
- 1-X>0=>x>-1=>x<l=>VVxeR/x<1
Crecimiento = f'(x)>0 = 2w>0:> )
(x2+1) 1+x>0=>x>-1=>VxeR/x>-1
(x2+1)2>0:>VXe€R
— 0 -1 1 00
2>0 (+) (+) (+)
x<1 (+) (+) (-)
X>-1 (-) (+) (+)
(x2+1)2>0 (+) (+) (+)
Solucién (-) (+) ()
Crecimiento VXeR/-1<x<1
Decrecimiento Vx e R /(x < -1)uU (x> 1)
. _ 2:1 2 . -
Méximo relativoen x =1 f(l) = 1711 = E = 1(de crecimiento pasa a decrecimiento)
+
- . 2:(-1) 1) - -
Méximo relativo en x = -1 f(— ) ( ) > :—1(dedecreC|m|ento pasa a
+

crecimiento)

lim f(x)=0 1> 0 = Maximo relativo y absoluto
Como A 1:
lim f(x)=0

X—>—0

X—>00
—1<0 = Minimo relativo y absoluto



Continuacion del problema B.3 de la opcion B

c)

£ (x)= 2(—2)x(x2 +1) —2(x24+1)-2x(1—x2)=_4 x(x? + 1)+ 2x£1—x2)=_4 x® + x+2x;2x3
(X2 +1) (X2 _|_1) (XZ +1)

x=0

_4()(2+1)3 = (x2+1)3 = fl'(X)O:4(X2_3)XO:{X23=0:>X=i\/§:>{xx_\/j_§
_(3x? =3)x? +1)-6x(x* —3x)

oo (x) =4 (3x% —3)x2 + 1) —3(x* + 1) 2x(x* -3x)

=4
(x2 +1)6 (x2 +1)4
3x* +3x% —3x% -3 -6x"* +18x? —3x* +18x? -3
fr =4 =4
) (x2 +1)4 (x2 +1)4

4 2
f"'(o)=4‘3'0 +18.0% -3 4(—3)

(2 )4 = 1 =-12 # 0 = Punto de inf lexion
0°+1
4 2 2 2
f \/5:4_3 (\/5) +18'(\/§) —3 4_33 +18-37-3 1% 33;«rs0:>Puntode|aneX|on
[(\/—z ! (B+1)° 256 64
3 +1}
4 2 2 2
f"'(—\/g)—43'(\/(§) +)128(4\/§) _3=4_3'3(3+1f);3 -3 ;gg—g—?’iO:Puntomflexmn
) 1] ’
Punto de inf lexion = (0 ,0)
x:\/§:>f(\/§): Z\F :2\/§:£:>Puntodeinflexién:> ﬁﬁ

X=-+3= f(—\/§)= (2\/_5@1 = éj/r_l \/_ —— = Punto de inf lexion :{\/_ —ﬁj

2
d)

Y |




B.4.- Sea el haz de planos de ecuacion: (1+A)X—y—Az =0 con parametro real A
a) (0’5 puntos) Hallar los planos del haz que pasan porelpuntoP=(1,1, 1)
3v2
2

¢) (1 punto) Hallar los planos del haz que cumplen, que el angulo que forman con el eje OY

b) (1 punto) Hallar los planos del haz cuya distancia al punto Q =(3,-2, 1) es

tiene por seno ?

a) Solo tendremos que sustituir las coordenadas del punto P en la ecuacion del haz de planos
para hallar A y con ellos conocer el plano 7 pedido

(1+1)1-1-2-1=0=1+A-1-A=0=0=0= Sistema Compatible Indeter minado
Todo valor de A € R hace que todo los planos del haz de planos contengan al punto P

b)

J3W2_ @eaB-(-2)-A1 32 343+2-2 32 542

= =
2 @+ + (1P + () 2 1ea+a? 414w 2 2ro2n 20

3 5+ 20, 5+ 20,

= =3=—r"" =31+ A+ A" =5+2)

N2 212 V14a+22 3{9(1+x+x2)=(5+2x)2
2

3 >+ 2 5+2:  _ (Ca)itasn =512 |9L+r+27)=(5+22)

NCERNC N IR VI+0+22

9+ 90 +922 =25+ 200 +402 =502 114 -16 =0 = A =(-11)* —4.5.(-16)=121+320 = 441> 0 =
_11+21 32 16

11++/441 A= 10 10 5 1438 x—y—E-z:O:EX—y—E-z:O
M= s T 1mlar S10 TN 5 5 . > -
' 7\4: :—:—1 — — —(— . = — 7 =
o5 - 10 [1+(-1)x-y-(-1)-z=0=0x-y+2=0
n, =21x-5y-16z2=0
n,=y-2=0

10



Continuacion del problema B.4

c)

x=0
Ecuacion del eje OY ={y=p=Vg =(0,1,0)=v_=(1+1,-1,-1)=
z=0
oo Vov Vs jﬁ_ (0,1,0)-(1+2 - )| :ﬁ: -1
Voy |-V, 6 Jozi+12+40°- \/1+k 24 (=n) 6 V11420427 41422
6

1
= = S A12 A1+ A+22 =6 2121+ A +22)=36 = 1+ A+ A2 =3 = 2+A+A2 =0
6 J2.N14r+N2 ( )

-1+3

A= -1 VP
A=1"-4.1(-2)=1+8=9>0=> L= —1t \/_ l23 3{ (1+1)x-y-1-2=0 -
2: a=-173_ 5 T |L-2x-y-(-2)-z=0
2

ny=2X-y-2=0

Planos pedidos =
- X-yY+22=0=mn,=x+y-22=0

11



